Данная статья является сокращением курсовой работы по теме «генераторы псевдослучайных чисел – метод Макларена - Марсальи». Статья не претендует на новизну и полноту, являясь по сути компиляцией самых важных моментов работы Д. Кнута (Искусство программирования, получисленные алгоритмы). 
Случайные величины являются хорошим источником данных для тестирования эффективности компьютерных алгоритмов. Более важно то, что они играют решающую роль при использовании рандомизированных алгоритмов, которые зачастую превосходят своих детерминированных двойников.

Равномерным распределением на конечном множестве чисел (в дальнейшем – просто равномерным распределением) называется такое распределение, при котором любое из возможных чисел имеет одинаковую вероятность появления. Если не задано определенное распределение на конечном множестве чисел, то принято считать его равномерным.

Несовершенство первых механических методов вначале пробудило интерес к получению случайных чисел с помощью обычных арифметических операций, заложенных в компьютер. Первым такой подход предложил в 1946 году Джон Фон Нейман (von Neumann): его идея заключалась в том, чтобы возвести в квадрат предыдущее случайное число и выделить средние цифры. Например, мы хотим получить 10 – значное число, и предыдущее равнялось 5772156649. Возводим его в квадрат и получаем 33317792380594909201;

Значит, следующим числом будет 7923805949.


Совершенно очевидны претензии, предъявляемые к этому методу: как может быть случайной последовательность, генерируемая таким образом, если каждое число полностью определяется предыдущим?


Метод средин квадратов фон Неймана фактически является сравнительно бедным источником случайных чисел. Последовательность стремится зациклиться. Например, каждое появление нуля, как числа последовательности приведет к тому, что все последующие числа также будут нулями.

1.                                Линейный конгруэнтный метод
В настоящее время наиболее популярными генераторами псевдослучайных чисел являются генераторы, в которых используется следующая схема, предложенная Д.Г.Лехмером (D.H.Lehmer) в 1949 году. Выберем четыре числа:

m – модуль,                         0 < m;

a – множитель,                   0≤ a < m;

c – приращение,                 0 ≤ c < m;

Х0 – начальное значение,   0 ≤ X0 < m.

Затем получим желаемую последовательность случайных чисел [Хn], полагая 
                                             Xn+1 = (aXn + c) mod m,   n ≥ 0;                                                   (1)

Эта последовательность называется линейной конгруэнтной последовательностью.

Такая последовательность не может быть «случайной» при некоторых наборах чисел m, a, c, и X0, например, для m = 10 и X0 = a = c = 7 получим последовательность
                                                   6, 9, 0, 7, 6, 9, 0, 7, …                                                                   (2)
Принципы выбора подходящих значений будут исследованы ниже.


В примере (2) иллюстрируется тот факт, что конгруэнтная последовательность всегда образует петли, т.е. всегда существует цикл, повторяющийся бесконечное число раз. Это свойство является общим для всех последовательностей вида Xn+1 = f (Xn), где f преобразует конечное множество само в себя. Повторяющиеся циклы будем называть периодами. 


В оригинальном методе, предложенном Д. Г. Лехмером, c выбиралось равным нулю. Позже было установлено, что условие c ≠ 0 может приводить к появлению более длинных периодов.


Линейную конгруэнтную последовательность при c = 0 будем называть мультипликативным конгруэнтным методом, а при c ≠ 0 – смешанным конгруэнтным методом. 


Можно сразу отбросить случай, когда a = 1, при котором последовательность Хn представима в виде Xn = (X0 + nc) mod m и ведет себя явно не как случайная последовательность. Случай, когда a = 0 еще хуже предыдущего, следовательно предполагаем, что

а ≥ 2, b = а – 1 
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 b ≥ 1.

Сейчас можно обобщить формулу (1)  Xn+k = (akXn + (ak - 1) c / b) mod m,  k ≥ 0, n ≥ 0.

1.1 Выбор модуля.
Первая задача, которую мы рассмотрим, - нахождение хороших значений параметров,

определяющих линейную конгруэнтную последовательность. Сначала выясним, как правильно выбрать число m. Необходимо, чтобы m было довольно большим, так как период последовательности не может иметь больше m элементов (Даже если мы намерены генерировать только 0 и 1, не следует брать m = 2, ибо тогда в лучшем случае получим последовательность вида …, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1,…).


Другой фактор, влияющий на выбор m, - скорость генерирования: нужно подобрать значение m так, чтобы (aXn + c) mod m вычислялось быстро. Но деление – одна из самых медленных операций, и этот недостаток можно компенсировать, если выбрать значение m таким, что особенно удобно, как длина слова компьютера т.е. 232  (популярные генераторы Льюиса, Гудмана, Миллера и Парка – Миллера в качестве значения m используют 231– 1 = 2147483647  - предельное значение integer в 32х разрядных компиляторах).

1.2 Выбор множителя.
Здесь мы рассмотрим методы выбора множителя a для создания периода максимальной длины. Длинный период необходим для любой последовательности, используемой в качестве источника случайных чисел. Так как возможны только m различных значений, длина периода, несомненно, не может быть больше m. Исследование всех возможных значений a, c, X0, которые дают период длиной m показало, что такие значения параметров могут быть охарактеризованы очень просто; Когда m является произведением различных простых чисел, только значение a = 1 обеспечивает полный период, но когда m делится на простое число в большой степени, то существует значительная свобода в выборе a. Следующая теорема позволяет легко определить, возможно ли достижение периода максимальной длины.

Теорема А. Линейная конгруэнтная последовательность, определенная числами m, a, c и X0 имеет период длиной m тогда и только тогда, когда:

1. числа c и m взаимно простые;

2. b = a – 1 кратно p для каждого простого p, являющегося делителем m;

3. b кратно 4, если m кратно 4.

1.3 Потенциал.


Выше было показано, что максимальный период может быть достигнут, когда b = a – 1 кратно каждому простому делителю m, и b должно быть также кратно 4, если m кратно 4. Множитель 

                      a = 2k + 1,         2 ≤  k ≤ e, где e – длина слова в компьютере                             (3)

удовлетворяет этим условиям. По теореме А можно брать с = 1. Рекурентное соотношение теперь примет вид

Xn+1 = ((2k+1)Xn + 1) mod 2e
И это уравнение означает, что можно избежать самой медленной операции – умножения; достаточно перемещения и суммирования.


По этой причине множители, имеющие вид (3) широко обсуждались в литературе, и рекомендовались многими авторами. Однако эксперименты показали, что последовательности, генерируемые с использованием подобных множителей, являются не достаточно случайными.


Для того, чтобы определить, является ли последовательность неслучайной, достаточно найти её потенциал.


Потенциал линейной конгруэнтной последовательности с максимальным периодом определяется как наименьшее целое число s, такое, что

Bs mod m = 0

Целое число s существует всегда, когда множитель удовлетворяет условиям теоремы А, так как b кратно каждому простому делителю m.


Тесты показали, что лишь последовательности с потенциалом 5 и выше обладают достаточно хорошими случайными свойствами.


Предположим, например, что m = 235 и a = 2k + 1. Тогда b = 2k, так что величины b2 и b2k  кратны m, когда k ≥ 18: потенциал равен 2. Если k = 17, 16, … , 12, то потенциал равен 3, и значение потенциала 4 достигается при k = 11, 10, 9. Таким образом, с точки зрения потенциала, множители приемлемы при  k ≤ 8. Это означает, что а ≤ 257, но, как будет видно позже, малых множителей также следует избегать. Итак, все множители вида 2k + 1 исключены.


При m = 232 ± 1, m, вообще говоря, не делится на высокие степени простых чисел и высокий потенциал невозможен. Таким образом не следует использовать метод максимального периода, лучше использовать метод чистого умножения со значением с = 0.

2. Квадратичный конгруэнтный метод
Линейный конгруэнтный метод может быть обобщен в квадратичный конгруэнтный метод:

Xn+1 = (dX2n + aXn + c) mod m
Для m, являющегося степенью 2, интересный квадратичный метод предложил Р. Ковэю (R. Coveyou). Пусть

X0 mod 4 = 2,  Xn+1 = Xn(Xn + 1) mod 2e,  n ≥ 0, e > 1

Данная последовательность может быть вычислена  приблизительно с той же эффективностью, что и (1). Этот метод имеет интересную связь с подлинным методом средин квадратов фон Неймана. Если положить Yn равным 2eXn, так что Yn является числом двоичной точности, полученным в результате размещения справа e нулей у двоичного представления числа Xn, то Yn+1 точно совпадет со средними 2e цифрами Y2n + 2eYn! Другими словами, метод Ковэю в некоторой степени почти идентичен вырожденному методу средин квадратов двоичной точности, однако он гарантирует получение длинного периода.

3. Различные вариации конгруэнтного метода
Можно попытаться увеличить длину периода последовательности. Период линейной конгруэнтной последовательности довольно длинный; Когда m приблизительно равно длине слова компьютера, обычно получаются периоды порядка 109 или больше и в типичных вычислениях используется лишь маленькая часть последовательности. С другой стороны, при рассмотрении их «точности» получается, что длина периода влияет на степень случайности последовательности. Значит, желательно получить длинный период и существует несколько подходящих для этого методов. Один из них состоит в том, чтобы сделать Xn+1 зависящим от Xn и Xn-1, а не только от Xn. Тогда длина периода сможет достичь значения m2, так как последовательность не станет повторяться, пока не будет получено равенство (Xn+λ, Xn+λ+1) = (Xn, Xn+1). Джон Мочли (John Mauchly) в 1949 году расширил метод средин квадратов с помощью рекуррентного соотношения Xn = середина  (Xn-1 *  Xn-6).

Простейшая последовательность, в которой Xn+1 зависит от более чем одного из предыдущих значений, - это последовательность чисел Фибоначчи

Xn+1 = (Xn + Xn-1) mod m

Данный генератор рассматривался в начале 50-х годов, и обычно он дает длину периода, большую, чем m. Но тесты показывают, что числа, получаемые с помощью рекуррентного соотношения Фибоначчи недостаточно «случайны».

Можно также рассматривать генераторы вида

Xn+1 = (Xn + Xn-k) mod m
Когда k – сравнительно большое число. Это рекуррентное соотношение было введено Грином, Смитом и Клем (Green, Smith, Klem), сообщившими, что когда k ≤ 15, тестирование последовательности с использованием критерия интервалов дало отрицательный результат, хотя при k = 16 результат был положительным.


Намного лучший аддитивный генератор был изобретен Дж. Ж. Митчеллом (G. J. Mitchell) и Д. Ф. Муром (D. P. Moore) в 1959 году. Они предложили несколько необычную последовательность, определенную как:

                                              Xn = (Xn-24 + Xn-55) mod m, n ≥ 55,                                         (4)

где m – четное число, а X0,…, X54 – произвольные целые не все четные числа. Числа 24 и 55 в данном случае не были выбраны на удачу; эти специальные числа выбраны для того, чтобы определить такую последовательность, младшие значащие двоичные разряды [Xn mod 2] которой имеют длину периода 255 – 1. Очевидно, последовательность [Xn] должна иметь период по крайней мере такой же длины (более точно длина последовательности равна 2e-1 (255 - 1), когда m = 2e, где e – длина слова компьютера). (См. листинг 1). Этот генератор обычно работает быстрее других, обсуждавшихся ранее, так как не требует никакого умножения. Кроме большой скорости он имеет самый длинный период из тех, которые встречались ранее. Более того его можно реализовывать в режиме работы с плавающей запятой, избегая преобразований целых чисел в дробные числа и наоборот. Поэтому можно доказать, что этот генератор является наилучшим источником случайных чисел для достижения практических целей. Основная причина, по которой трудно искренне рекомендовать последовательности, подобные (4), состоит в том, что получено очень мало теоретических результатов, основываясь на которых, можно проверить, имеет ли такая последовательность желаемые случайные свойства. Учитывая, как уже известно, что длинный период не всегда обеспечивает желаемые свойства, Джон Рейзер (John Reiser) показал, что аддитивные последовательности, подобные (4) будут в высокой степени хорошо распределены для больших размерностей, если обеспечить выполнение определенных приемлемых условий.


Джордж Марсалья в 1984 году предложил заменить (4) на

                                   Xn = (Xn-24 * Xn-55) mod m,   n ≥ 55                                                    (4’)

где m кратно 4, а все числа от X0 до X54 нечетны, но сравнимы с 1 (по модулю 4). Тогда второстепенные младшие разряды имеют период 255 – 1, в то время как старшие двоичные разряды более тщательно перемешаны, чем раньше, так как они существенно зависят от всех разрядов Xn-24 и Xn-55. Длина периода последовательности (4’) лишь незначительно меньше длины периода последовательности (4).

Генераторы последовательности Фибоначчи с запаздыванием успешно применялись во многих ситуациях с 1958 года. Открытие в 90 – е годы того, что они фактически провалились на крайне простом критерии случайности, явилось шоком.

Для генерирования случайных чисел предложено много других систем. Наиболее

интересным из этих альтернативных методов является, возможно, обратная конгруэнтная последовательность, предложенная Эйченауэром (Eichenauer) и Лехном (Lehn):

Xn+1 = (a Xn-1 + c) mod p
Здесь p – простое число, Xn принимает значения из множества {0, 1, … , p – 1, ∞}, а обращение определено как 0-1 = ∞, ∞-1 = 0. В других случаях X-1 X ≡ 1 (по модулю p).
4. Метод Макларена – Марсальи
Важный класс методов связан с комбинацией генераторов случайных чисел.

Допустим, имеются последовательности X0, X1, … и Y0, Y1 , … случайных чисел, лежащих между 0 и m – 1 и предпочтительно сгенерированных двумя разными методами. Тогда можно, например, использовать одну случайную последовательность для изменения порядка элементов другой:

Алгоритм 1 (Рандомизация перемешиванием) Если заданы методы генерирования двух последовательностей [Xn] и [Yn], этот алгоритм будет последовательно генерировать элементы «значительно более случайной» последовательности. Воспользуемся вспомогательной таблицей V[0], V[1], …, V[k – 1], где k – некоторое число, для удобства обычно выбираемое приблизительно равным 100. Вначале V – таблица заполняется первыми k значениями X – последовательности.

1. (Генерирование X, Y) Положим X и Y равными следующим членам последовательностей [Xn] и [Yn] соответственно.

2. (Выбор j) Присвоим j = [kY/m], где m – модуль, используемый в последовательности [Yn], т.е. j – случайная величина, определяемая Y, 0 ≤ j < k.

3. (Замена) Выведем V[j], а затем присвоим V[j] = X.
(Cм. листинг 2)

Последовательность, полученная в результате реализации алгоритма 1 удовлетворяет любым требованиям случайности, предъявляемым к генерируемым на компьютере последовательностям, поскольку зависимость между соседними выходными элементами почти полностью исключена. Более того, время генерирования этой последовательности лишь незначительно превышает удвоенное время, необходимое для генерирования последовательности [Xn].

5.                                       Метод Бейса - Дархама


Однако существует еще лучший путь перемешивания элементов последовательности, открытый К. Бейсом (Carter Bays) и С. Д. Дархамом (S. D. Durham). Хотя их подход и появился для того, чтобы несколько упростить алгоритм 1, неожиданно оказалось, что он может дать лучшие результаты, чем алгоритм 1, даже несмотря на то, что на входе он требует только одну последовательность [Xn] вместо двух.

Алгоритм 2 (Рандомизация перемешиванием) Если задан метод генерирования последовательности [Xn], этот алгоритм будет последовательно выводить элементы «значительно более случайной» последовательности, используя вспомогательную таблицу V[0], V[1], …, V[k-1], как в алгоритме 1. Вначале V таблица заполняется первыми k значениями X – последовательности, а вспомогательную переменную Y положим равной k + 1–му значению.

1. (Выбор j) Присвоим j = [kY/m], где m – модуль, используемый в последовательности [Xn], т.е. j – это случайная величина, определяемая Y, 0 ≤ j < k.

2. (Замена) Выведем V[j], присвоим V[j] = X, выведем V[j]  и установим V[j]  следующим членом последовательности [Xn]. (Cм. листинг 3).

Ф. Гебхардт (F. Gebhardt) нашел, что удовлетворительная случайная последовательность порождается алгоритмом 1, даже когда он применяется к такой неслучайной последовательности, как последовательность Фибоначчи, с Xn = F2n mod m и Yn = F2n+1 mod m. Однако для алгоритма 1 также возможно получение последовательности, менее случайной, чем исходная если [Xn] и [Yn] строго зависимы. Такие проблемы не возникают с алгоритмом 2. Поскольку алгоритм 2 не делает никакую последовательность менее случайной и очень мала цена увеличения случайности, он может быть рекомендован к использованию с любым другим генератором случайных чисел.

6.                            Другие методы перемешивания / выборки


Однако методы перемешивания имеют «врожденный дефект». Они изменяют порядок следования генерируемых чисел, но не сами числа. В большинстве случаев порядок следования является решающим фактором, но если генератор случайных чисел не удовлетворяет критерию промежутков то положение после перемешивания не улучшится. Перемешивание имеет еще одно сравнительное неудобство, заключающееся в том, что оно не позволяет стартовать с заданного места в периоде либо быстро перемещаться из Xn в Xn+k при больших k. Многие поэтому советуют объединять последовательности [Xn] и [Yn] более простым способом, лишенным дефектов перемешивания. Например, можно использовать объединение вида

Z0 = (Xn - Yn) mod m,

где 0 ≤ Xn < m и 0 ≤ Yn < m’ ≤ m. Этот метод имеет тенденцию к увеличению случайности, если начальные значения X0  и Y0 выбираются независимо.

Простой метод устранения структурных смещений арифметически генерируемых чисел был предложен на заре программирования Дж. Тоддом (J. Todd) и О. Таусски Тодд (O. Taussky Todd). Мы можем просто выбросить несколько чисел последовательности. Их предложение мало использовалось в линейных конгруэнтных генераторах, но оно стало использоваться сейчас в связи с появлением генераторов, подобных (4), имеющих очень длинный период.

Простейшим путем улучшения случайности (4) является использование только каждого j – го элемента для некоторого малого j. Но лучшим способом, возможно, даже более простым является применение (4) для получения, скажем, массива из 500 случайных чисел и использования только первых 55 из них. (Идея предложена Мартином Люшером (Martin Lusher) и основана на теории хаоса в динамических системах).

7.            Критерии «случайности» числовых последовательностей

Наша основная цель – получить последовательность, которая ведет себя так, как будто она является случайной. Выше рассказывалось, как сделать период последовательности настолько длинным, что при практических применениях он никогда не будет повторяться. Это важный критерий, но он не дает гарантии, что последовательность будет действительно «случайной». Как решить, достаточно ли случайной будет последовательность?

Если дать наудачу выбранному человеку карандаш и бумагу, и попросить его написать 100 десятичных цифр, то очень мало шансов, что будет получен удовлетворительный результат. Люди стремятся избегать действий, приводящих к результатам, которые кажутся неслучайными, таким, например, как появление пары равных смежных смежных чисел (хотя приблизительно одна из 10 цифр должна равняться предыдущей).  И если показать тому же человеку таблицу настоящих случайных чисел, он, вероятно, скажет, что эти числа не случайны. Он заметит много кажущихся закономерностей.

Все мы замечаем закономерности в наших телефонных номерах, чтобы их запомнить. Наша основная мысль состоит в том, что нельзя быть уверенным в том, что данная последовательность является случайной. Для этого нужно применять какой – нибудь беспристрастный критерий.

Теоретическая статистика предоставляет некоторые количественные меры случайности. Существует буквально бесконечное число критериев, которые можно использовать для проверки того, будет ли последовательность случайной. Обсудим критерии, с нашей точки зрения наиболее полезные и наиболее приспособленные к вычислениям на компьютерах.

Если критерии Т1, Т2, … , ТN подтверждают, что последовательность ведет себя случайным образом, это еще не означает, что проверка с помощью TN-1 - го критерия будет успешной. Однако каждая успешная проверка дает все больше и больше уверенности в случайности последовательности. Обычно к последовательности применяется 5 – 6 статистических критериев, и если она удовлетворяет этим критериям, то последовательность считается случайной.

Различаются два вида критериев: эмпирические критерии, при использовании которых компьютер манипулирует группами чисел последовательности, и вычисляет определенные статистики, и теоретические критерии, для которых характеристики последовательности определяются с помощью теоретико – числовых методов, основанных на рекуррентных правилах, которые используются для образования последовательности.  
7.1 Основные критерии проверки случайных чисел

7.1.1 Критерий «хи - квадрат». Критерий «хи - квадрат» (χ2 - критерий), возможно, самый известный из всех статистических критериев. Он является основным методом, используемым в сочетании с другими критериями. Прежде чем рассматривать идею в целом, проанализируем частный пример применения χ2  - критерия к бросанию игральной кости. Используем две «правильные» игральные кости (каждая из которых независимо допускает выпадение значений 1, 2, 3, 4, 5, или 6 с равной вероятностью). В следующей таблице дана вероятность получения определенной суммы s при одном бросании игральных костей. 

	Значение s = 
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	Вероятность ps = 
	1/36
	1/18
	1/12
	1/9
	5/36
	1/6
	5/36
	1/9
	1/12
	1/18
	1/36


Например, величина 4 может быть получена тремя способами: 1 + 3, 2 + 2, 3 + 1; Это составляет 3/36 = 1/12 = p4 из 36 возможных результатов.

Если бросать игральную кость n раз, то в среднем мы получим величину s примерно nps раз. Например, при 144 бросаниях величина 4 выпадает около 12 раз. В следующей таблице показано, какие результаты в действительности получены при 144 бросаниях игральных костей.
	Величина s =
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	Наблюдаемое число, Ys =
	2
	4
	10
	12
	22
	29
	21
	15
	14
	9
	6

	Ожидаемое число nps =
	4
	8
	12
	16
	20
	24
	20
	16
	12
	8
	4


Заметим, что во всех случаях наблюдаемое число отличалось от ожидаемого. Действительно, результаты случайного бросания игральной кости вряд ли всегда будут появляться именно с правильной частотой. Существует 36144 возможных последовательностей 144 бросаний и все они равновероятны. Одна из таких последовательностей состоит из всех двоек («змеиные глаза»), и всякий, кто выбросил 144 змеиных глаза подряд, будет убежден, что кости утяжелены. Несмотря на это последовательность всех двоек является такой же вероятной, как и любая другая, если точно определить результат каждого бросания каждой игральной кости.

Принимая во внимание все вышесказанное, как проверить, утяжелена ли данная пара игральных костей? На этот вопрос нельзя дать ответ «да» или «нет», но можно дать вероятностный ответ, т.е. сказать, насколько вероятно или не вероятно происшедшее событие.


В приведенном выше примере совершенно естественно рассмотреть квадраты разностей между наблюдаемыми числами Ys и ожидаемыми nps. Можно сложить их, получив: 
                                  V = (Y2 – np2)2 + (Y3 – np3)2 + … + (Y12 – np12)2                                      (5)

Плохой набор игральных костей привел бы к относительно большому значениюV, а для данного значения V можно сказать следующее: «Чему равна вероятность таких больших значений V, если использовать «правильные» игральные кости?». Если эта вероятность очень мала, скажем, 1/100, мы будем знать, что только одного раза из ста «правильные» игральные кости будут давать результаты, настолько далекие от ожидаемых значений, что возникнут определенные основания для подозрений. (Помним, тем не менее, что те же самые хорошие игральные кости будут давать такое большое значение V приблизительно в одном случае из ста, так что придется повторять эксперимент, когда большие значения V являются частыми).

В статистике V из (5) слагаемым (Y7 – np7)2 и (Y2 – np2)2 приписываются равные веса, несмотря на то что (Y7 – np7)2, вероятно, будет больше, чем (Y2 – np2)2, так как 7 появляются приблизительно в шесть раз чаще, чем 2. Оказывается, что «правильная» статистика, по крайней мере статистика, которая, как доказано, наиболее важна, будет приписывать (Y7 – np7)2 только 1/6 веса, приписываемого (Y2 – np2)2, и необходимо изменить (5) следующим образом:
                V = (Y2 – np2)2 / np2 + (Y3 – np3)2 / np3 + … + (Y12 – np12)2 / np12                                    (6)

Эта статистика называется статистикой «хи - квадрат» наблюдаемых значений Y2, …, Y12 при бросании игральных костей. Для данных из таблицы (2) получим, что 

                  V = (2 - 4)2 / 4 + (4 - 8)2 / 8 + … + (9 - 8)2 / 8 + (6 - 4)2 / 4 = 7 7 / 48
Теперь возникает важный вопрос: будет ли 7 7 / 48 невероятно большим значением для V при наших предположениях? Прежде, чем ответить на него, рассмотрим, как применяется метод «хи - квадрат» в общих ситуациях.


Предположим, что каждое наблюдение может принадлежать одной из k категорий. Проводим n независимых наблюдений. Это означает, что исход одного наблюдения абсолютно не влияет на исход других наблюдений. Пусть ps – вероятность того, что каждое наблюдение относится к категории s, и пусть Ys – число наблюдений, которые действительно относятся к категории s. Образуем статистику
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(Ys – nps)2 / nps                                                                     (7)

в примере, приведенном выше, существует одиннадцать возможных исходов каждого бросания игральных костей, т.е. k = 11. (Формула (7) немного изменила обозначения формулы (5), так как нумеруются возможности 1 – k вместо 2 – 12).

Возводя в квадрат (Ys - nps)2 = Ys2 – 2npsYs + n2ps2 и учитывая то, что
                                               Y1 + Y2 + … + Yk = n,                                                                    (8)
                                               P1 + p2 + … + pk = 1,

Получаем формулу
                                                         V = 
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(Ys2 / ps) – n,                                                     (9)
Которая часто упрощает вычисление V.

Возвратимся к вопросу «Чему равно приемлемое значение V?». Его можно определить с помощью таких таблиц, как табл.1, которая дает значения «χ2 – распределения с v степенями свободы» для различных значений v. Используем строку таблицы с V = k – 1, так как число «степеней свободы» равно k – 1, что на единицу меньше, чем число категорий. (Интуитивно это означает, что Y1, Y2, …, Yk не являются полностью независимыми, так как формула (8) показывает, что Yk может быть вычислено, если Y1, …, Yk известны. Поэтому можно считать, что число степеней свободы равно k – 1. Эти аргументы не строги, но они подтверждаются теоретически).

Если в таблице выбрать число х, стоящее на v-й строке и в столбце p, то «вероятность того, что значение V в (9) будет меньше либо равно x, приближенно равна p, если n достаточно велико». Например, 95 – процентное значение в строке 10 равно 18.31; значения такие,V > 18.31, будут появляться приблизительно в 5% случаев.
Таблица 1
Некоторые процентные точки χ2 - распределения

	
	P = 1%
	P = 5%
	P = 25%
	P = 50%
	P = 75%
	P = 95%
	P = 99%

	V = 1
	0.00016
	0.00393
	0.1015
	0.4549
	1.323
	3.841
	6.635

	V = 2
	0.02010
	0.1026
	0.5754
	1.386
	2.773
	5.991
	9.210

	V = 3
	0.1148
	0.3518
	1.213
	2.366
	4.108
	7.815
	11.34

	V = 4
	0.2971
	0.7107
	1.923
	3.357
	5.385
	9.488
	13.28

	V = 5
	0.5543
	1.1455
	2.675
	4.351
	6.626
	11.07
	15.09

	V = 6
	0.8721
	1.635
	3.455
	5.348
	7.841
	12.59
	16.81

	V = 7
	1.239
	2.167
	4.255
	6.346
	9.037
	14.07
	18.48

	V = 8
	1.646
	2.733
	5.071
	7.344
	10.22
	15.51
	20.09

	V = 9
	2.088
	3.325
	5.899
	8.343
	11.39
	16.92
	21.67

	V = 10
	2.558
	3.940
	6.737
	9.342
	12.55
	18.31
	23.21

	V = 11
	3.053
	4.575
	7.584
	10.34
	13.70
	19.68
	24.72

	V = 12
	3.571
	5.226
	8.438
	11.34
	14.85
	21.03
	26.22

	V = 15
	5.229
	7.261
	11.04
	14.34
	18.25
	25.00
	30.58

	V = 20
	8.260
	10.85
	15.45
	19.34
	23.83
	31.41
	37.57

	V = 30
	14.95
	18.49
	24.48
	29.34
	34.80
	43.77
	50.89

	V = 50
	29.71
	34.76
	42.94
	49.33
	56.33
	67.50
	76.15

	V > 30
	V + 
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	Xp = 
	-2.33
	-1.64
	-0.674
	0.00
	0.674
	1.64
	2.33
[image: image9.wmf]


Другие значения можно найти в книге Handbook of Mathematical Functions, вышедшей под редакцией М. Абрамовича (M. Abramowitz) и И. А. Стегун (I. A. Stegun) (Washington D.C.: U.S. Government Printing Offise, 1964).

7.2 Эмпирические критерии

В этом разделе рассмотрим один из специфических критериев, который традиционно применяется для проверки, будет ли последовательность случайной. Критерий применяется к последовательности

                                       V[N]  = V0, V1, V2…                                                                  (10)

действительных чисел, которые, как предполагается, независимы и равномерно распределены между 0 и 1. 

Это последовательность случайных чисел, которые, как предполагается, независимы и одинаково распределены между 0 и d – 1 (иначе говоря, вероятность, что случайная величина примет значение k, k = 0, …, d – 1, равна 1/d ). Значение d должно быть достаточно большим, чтобы критерий был значимым, но не настолько большим, чтобы критерий стал практически неприменимым.
7.2.1 Критерий интервалов


Этот критерий применяется для проверки длины «интервалов» между появлением  Vj на определенном отрезке. Если α и β – два действительных числа, таких что 0 ≤ α < β ≤ 1, то рассмотрим длины подпоследовательностей Vj, Vj+1, …, Vj+r, в которых Vj+r лежит между α и β, а другие Vs не лежат между этими числами. (Эту подпоследовательность, состоящую из r + 1 числа, будем называть интервалом длиной r).
Алгоритм 3 (Данные для критерия интервалов). Следующий алгоритм (рис. 1), примененный к последовательности (10) для любых значений α и β, подсчитывает число интервалов длиной 0,1,…, t–1 и число интервалов длиной ≥ t, пока не получается N интервалов.

Шаг_1: [Инициализация] Присвоить j = -1, S = 0, и присвоить Count[r] = 0 для 0 ≤ r ≤ t.

Шаг_2: [Присвоение r значения 0] Присвоить r = 0;

Шаг_3: [α ≤ Vj < β?] Увеличить j на 1. Если Vj ≥ α и Vj < β, то перейти к шагу 5.

Шаг_4: [Увеличение r] Увеличить r на единицу и вернуться к шагу 3.

Шаг_5: [Регистрация длины интервала] (Интервал длиной r только что найден) Если r ≥ t, то увеличить Count[t] на 1, иначе – увеличить Count[r] на 1.

Шаг_6: [Найдены ли N интервалов?] Увеличить S на 1. Если S < N, то вернуться к шагу 2. ■
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Рис.1 Сбор данных для критерия интервалов.

После реализации алгоритма (3) χ2 критерий применяется при k = t + 1 к значениям Count[0], Count[1], …, Count[t] с использованием следующих вероятностей:
                                Pr = p(1 – p)r для 0 ≤ r ≤ t – 1; pt = (1 – p)t                                        (11)

Здесь p = β – α – вероятность того, что α ≤ Vj < β. Значения n и t выбираются, как обычно, чтобы ожидаемое значение Count[r] равнялось 5 или больше (желательно больше).
Критерий интервалов часто применяется при α = 0 или β = 1 для того, чтобы на шаге 3 обойтись без одного сравнения. Особые случаи (α, β) = (0, 
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, 1) иногда называются «отклонение выше среднего» и «отклонение ниже среднего» соответственно.
ПРИЛОЖЕНИЯ
Листинги

Листинг 1.

Аддитивный генератор
void AdditiveRandomize (unsigned RandMas[], unsigned Supremum)

// RandMAs[] - массив, первые 55 элементов которого содержат

 //случайные, не все простые числа

// Supremum - модуль генератора

// Функция записывает случайные числа в массив с 56 по 128 элемент

{

  int j = 24, k = 55;

  for (int i = 0; i < 128; i++)

    {

      if (i > 55)

        {

          RandMas[j] = RandMas[i - 24];

          RandMas[k] = RandMas[i - 55];

          RandMas[k] = (RandMas[k] + RandMas[j]) % Supremum;

        }

    k--;

    j--;

    if (j == 0)

      {

        j = 55;

      }

      else if (k == 0)

             {

               k = 55;

             }

  }

}

Листинг 2

Перетасовка по методу Макларена - Марсальи

// X[n] - одна из ранее полученных последовательностей

// псевдослучайных чисел

// Y[n] - другая последовательность

int V[128];

int BufferX, BufferY;

int j;

for (int i = 0; i < 128; i++)

  V[i] = X[i];

for (i = 0; i < 128; i++)

  {

    BufferX = X[i + 1];

    BufferY = Y[i + 1];

    j = 128 * BufferY / Supremum; //Supremum - модуль, используемый в //последовательности Y[n], 

// т.е. j - случайная величина, определяемая Y, 0 <= j < 128;

    V[j] = BufferX;

  }

Листинг 3

Генератор Парка – Миллера с частичной факторизацией модуля и с перетасовкой по методу Бейса – Дархама:

#define NTAB 32

#define NWUP 8

#define NDIV (1+(IM-1)/NTAB)

#define EPS 1.2e-7

#define RNMX (1.0-EPS)

//--------------------------------

float unirand1(void)

{

   int j;

   long k;

   static long iy = 0, iv[NTAB];

   float temp;

 if (dummy <= 0 || !iy)

   {

      if (dummy < 0) dummy = -dummy;

       else if (dummy == 0) dummy = 1;

      for (j = NTAB + NWUP - 1;j >= 0; j--)

        {

          k = dummy / IQ;

         if ((dummy = I A * (dummy - k * I Q) - IR * k) <0) dummy += IM;

         if (j < NTAB) iv[j] = dummy;

        }

      iy = iv[0];

   }

 k = dummy / IQ;

 if ((dummy = I A * (dummy - k * I Q) - IR * k) < 0) dummy += IM;

 iy = iv[j = iy/NDIV];

 iv[j] = dummy;

 if ((temp = AM * iy) > RNMX) return(RNMX);

 else return (temp);

}

Алгоритм Парка-Миллера с перетасовкой проходит все известные тесты, включая и те, где без перетасовки этот алгоритм дает сбой. Хорошее поведение наблюдается до значений числа вызовов счетчика порядка 108, где он начинает повторяться.

Листинг 4

Квадратичный конгруэнтный генератор с перемешиванием по методу Бейса – Дархама

unsigned ASrand (int SUPREMUM, unsigned FIRST = 0)

//SUPREMUM - верхняя граница значения псевдослучайного числа

// FIRST - первое значение, участвующее в генерации следующих

{

  const unsigned MODULE = 2147483647;    // Модуль
  const SqrFactor       = 69621;                         // Множитель X^2

  const Factor          = 48271;                           // Множитель Х
  const INCREMENT       = 12345;                 // Инкримент
  const MasSize         = 128;                             // Размер массива
  unsigned RandMas [MasSize];

  unsigned Buffer;                                          //буфер для перестановок элементов массива

  unsigned char i;

  if (FIRST < 1)

    {

      FIRST = unsigned(GetTickCount()); //Время работы Windows в миллисекундах
    }

  if (SUPREMUM < 1)

    {

      SUPREMUM = 1;

    }

// Генерируем массив "случайных" чисел

  for (i = 0; i < MasSize; i++)

    {

      RandMas[i] = (SqrFactor * FIRST * FIRST + Factor * FIRST + INCREMENT) % MODULE;

      FIRST = RandMas[i];

    }

//--------------------------------------

// Перемешиваем массив
  unsigned char Counter;

  for (Counter = 0; Counter < MasSize; Counter++);

    {

      Buffer = RandMas[Counter];

      i = (Factor * RandMas[Counter]) % MasSize;

      RandMas[Counter] = RandMas[i];

      RandMas[i] = Buffer;

    }

//--------------------------------------

// Выбираем случайный элемент из массива

  int ARG = unsigned (GetTickCount ());

  return (RandMas[(Factor * ARG * ARG + SqrFactor * ARG) % MasSize] % SUPREMUM);

}

Листинг 5
См. класс ASrand
Результаты работы:

Случайные числа, полученные в результате работы генератора ASrand
 в диапазоне от 1 до 100:
0 79 35 87 88 13 70 39 36 77 90 99 64 97 18 84 90 44 74 16 2 8 17 21 50 55 99 23 11 35 44 30 68 34 92 33 14 68 1 5 38 88 45 29 41 97 85 74 4 78 71 4 58 59 51 96 66 48 5 82 99 83 0 69 9 89 69 25 62 16 54 96 50 28 5 29 97 10 84 86 19 76 17 42 75 23 3 79 11 52 54 71 43 19 95 96 5 97 6 96 74 15 35 87 40 30 32 17 66 51 20 41 70 20 5 69 29 2 83 80 49 30 20 34 27 43 23 7
Результаты проверки последовательностей методом Монте – Карло (генерировались последовательности [0, 10] длиной в 1280 чисел, и 1 280 000 000 чисел соответственно)

	Числа:
	Количество выпаданий:

	0
	128

	1
	122

	2
	132

	3
	133

	4
	117

	5
	132

	6
	126

	7
	129

	8
	115

	9
	126

	Числа:
	Количество выпаданий:

	0
	129346229

	1
	129220018

	2
	127453050

	3
	128610054

	4
	127326856

	5
	127642451

	6
	127747566

	7
	130923911

	8
	126716829

	9
	125013036


Применив критерий χ2 (по формуле (6)), имеем для первого теста V = 3.0625, для второго  V = 205.4804, что соответствует примерно 2% – 4% (для первого теста см. таблицу 1).

Сагателов Андрис, 2004

ASvencim@mail.ru
Шаг_4. Увеличение r





Шаг_3.


 α ≤ Vj < β?





Шаг_2. Присвоение значения r





Шаг_1. Инициализация





Шаг_5. Регистрация длины интервала





Шаг_6. Найдены ли интервалов?








� Числа в диапазоне [0, 1] генерируются делением вышеприведенных чисел на infinum
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